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Dans ce qui suit, on designe par f(X) un polynome monique de IF,,[X] de 
degre s, irreductible sur IF 8,, et par a un Clement de F$ ; on pose oCg(u) = IF,,; 
alors m divise iz. 
Le but de cette etude est de donner la factorisation du polynome 
f(Xp’ - ax) en prod& de polynomes irreductibles de F,,[X] (en precisant 
leurs degres et, pour chaque degre, leurs nombres). 
Le cas a = 1 a ttC trait6 par Long [5]. 
On designera par F, la cloture algebrique de IF, . 
La propriete fondamentale qui permet de mener cette etude est la 
suivante: 11 existe une racine x0 E F, de f(Xp’ - ax) telle que, pour toute 
racine x E P, def(Xp’ - ax), on ait IF&x,,) C lF,,(x). 
N.B. Les entiers m, n, r, s et l’tlement a de IF,, ont, tout au long de cet 
article, la mCme signification. 
Si U, u E N *, on designe par (u, U) le pgcd de u et de v et par [u, v] le ppcm 
de u et de v. 
1. LEMMES PRI?LIMINAIRES 
LEMME 1.1. Soient f, 7 E Fp auec t # 0; si I’on pose 5,&f) = F,w, 
IF,(T) = 6,. et si F,,([) C [F,~(~7j), alors [Fe&5j9 = [Fgw4~l. 
Posons IF,&Tv) = IF+ Par hypothese F,,&T) C IF@; done mu I k. On a 
(&)p* = & = ,$qpk = 5 * qPk. Ainsi 77 E lF,*; done v ( k. Par suite [mu, U] ( k. 
I1 est clair que 877 E [Fp[mu,e~; done k 1 [mu, v]. Par consequent k = [mu, v]. 
C.Q.F.D. 
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LnMME 1.2. Soient E, v, h E F, . Si IF,,(&) = F,,,, F,,(X) = Fgnv et si 
5,&i + 57) 3 IF,@), ulors F&i + 57) = Fptmw.ny~. 
Posons F,,(h + [7$ = [F +. Par hypothese F,,(X) C IF,r done ny 1 k et a 
fortiori m 1 k. On a (A + &)P’ = hpk + (&)pn = h + (&)“” = X + &, par 
suite (7 E F,k; et done [F,&$ C IF+, d’ou mw j k. Xl en resulte que 
[mw, ny] 1 k. Mais h + ET E Fp~m.,nu~; done k I[mw, ny]. Par consequent k = 
bw nyl. C.Q.F.D. 
LEMME 1.3. Soit a E [F&. Alors il existe un entier h > 0, minimal tel que 
a(P hm - l)/(phh”’ - 1) = 1. 
De plus, si p1 est WI entier tel que a(~lp’-l’I(p’r’pl’--l) = 1, alors p1 E O(hm). 
Tout d’abord on a a(prnz’~r~‘c-l’-l)~(~‘l) = 1. En effet, posons CT= 
xFz(p3k. Comme 
ona 
prmw-l' _ 1 mw-d-1 P'--2 
pr - 1 = g” (P’)” = c P*rmo, k=O 
pb’-lbl(p”‘k Pf--2 d-2 a I=0 = PO (apK’“p = n a”, 
k=O 
puisque a E IF,,,,; et done 
a k-0 r+J-‘)-w’k = (ao)B’-l = 1, car aa E F3 . 
L’ensemble des entiers 1 tels que a~~zm-l)~(~(“z”‘)-l~ = 1 est done infini, car, 
si a est une racine (p’ - 1) bmc dans [F+, a l’est a fortiori dans tout surcorps. 
On designe par h le plus petit des entiers I > 0 tels que u@“-~)~(~“‘“‘-~) = 1. 
Si a est une puissance (p’ - l)‘, dans (Fgpl, on a a E [FtiI n IF,,,, = F,,; 
done p1 = pm. 
L’identite de Bezout montre qu’il existe OL, p E E tels que 
“(phm - 1) + /3(p”m - 1) = p(h*o)m - 1. 
En posant 
A = Phrn - 1 P hm - 1 pW.hn) _ 1 
p(r.(h.o’m’ _ 1 = pW,hm’ _ 1 ’ pW.(h.dn’ _ 1 
et 
B = P”” - 1 P owl - 1 p(V,LWld -1 
pW,(h,dm) _ 1 = p(r,m’ - ] * p(r,(h,dm) _ 1 ’ 
on a & + /?B = (pfhJm - l)/(p(r*(h,o)m) - 1) et aA = aB = 1; done 
FACTORISATlON SUR UN CORPS 231 
aaA-tBB = 1 = a(,th,p'm-l)/(~".'A~plml- l). Comme h est minimal, on a (h, p) = h 
et par suite, h 1 p, ce qui montre la fin de l’assertion. 
LEMME 1.4. Soit X’ - 0rX - /3 un polynbme de F,,,[X], avec (II # 0. Pour 
tout entier k 2 1 et toutepuissance q dep, on a 
k-l 
xqk G ,cq~--l)~c~-l)x + ,h+l)/ca-l) c a-(uj+l-i)/(q-l)pj 
j=O 
(mod XQ - OLX -- ,!I). 
Si (Y, /3 E IF,r et si 01 ($--1)/(q--1) = 1, a1or.y XQ” E X (mod X’J - (YX - @. 
La preuve s’ktablit aistment en raisonnant par rkurrence sur k; la dew&me 
formule s’obtient en Clevant la premihre congruence p fois 5 la puissance qk. 
LEMME 1.5. Soit Xp’ - aX - 8 un polynbme de F-,,,[X]. Supposons 
a(Pr""'l-l)/(~r-l) # 1. Alors X 2’ - aX - 6 a une racine unique X dans [Fpn8 et 
on a 
h = - a(p 
[~.ns1-1),(pq 
c. 
hs/(r.ns)l-1 a-cp’(3+1)--1)/(p7--l)eprj 
3-O 
a(P[""~'-l)/(Pr-l) _ 1 
En effet, dans le Lemme 1.4, en prenant k = ns/(r, ns) q = pr, 01 = a et 
p = 8, on obtient 
[nsl(r,ns)l-1 
XV 
Cr.nd ~ a(P[r.nr'-l)/(P'-l)X+ adr~ns'-l)/w-l) c a-(p~(j+l)-l)/(p~-l)ep~j 
j=O 
(mod X”’ - aX - 0). 
Done, s’il existe une racine de XP’ - aX - 0 dans IF,,,, elle est Cgale A 
1’8Cment 
x = a(9['.~~'-l)/(P'-l)~ + &J'*"'J-1)/W-l) 
hsl(r.ns)l-1 
c a-(p~(j+~)-l)/(p~-l)ep~j 
j-0 
de Fpns .
II reste h voir que 
Xv’ - ah - 8 = 0; 
or on a 
si l’on pose 
a(Pr~*n~'-l)/(P'-l) _ 1 E E 
p? ; 
E = (a(dr~""-l)/(Pr-l) - I)()~P" _ a)c _ e), 
641/9/2-6 
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on a 
[nsl(r.ns)l-1 
E = -a(p [T.nsl-l)/(pJ-l) c a-Pv( P 
T(3+l)-*)l(p~-l)ep~(jc1) 
j=O 
[ns/(r.ns)l-1 
+ a * acP t’.lL~)/(pr-~) c 
a-(pr(j+l)-l)/(pr-l)eprj 
j=O 
- &a(” [~."~'-l)/(P~-l) _ 1) 
( 
[ns/(r,ns)l 
E a * a(P [r.ns'-l)/(p'-l) _ 
c 
a-Ip~(j+~)-l)/(p~-l)e~~~ 
j=l 
[ns/(r,as)l-1 
+ 2 
a-(p~(~+~)-l)~(B~-l)e~~j _ e(a(p[‘.“sl-l)/(pr-l) _ 1) 
= a . a(~[l.n.ql-l)l(~r-l)(a-le _ a-(p[r.nsl+r-l)l(pr-l)eP[~,~8J) 
_ e(a(p[~.m- l)/(P”-1) - 1) 
= e - a . a-p [v,nal . ep IP,Wl = 0. C.Q.F.D. 
LEMME 1.5.1. Soit 8 me racine de f(X). Alors pour toute racine x de 
P - aX - 8, on a F,,, C ff,,(x). 
En effet, si xp’ - ax - 0 = 0, on a f(xp’ - ax) = f(0) = 0. x, xPn ,..., 
Xpn’“l’-l) sont done des racines distinctes du polyn6me minimal de x sur IF,,; 
par suite son degr6 est un multiple de s; d’oh le lemme. 
LEMME 1.6. Soit E E F, ; pour tout couple (k, 1) d’entiers > 0, posons 
L-l 
pJ&Y) = c (pTf)"'j. 
j=O 
On a alors 
En effet, on a 
k-l 
done 
(pJX>)~” - pr,L(X) = ((--“‘xy’” - f-“‘A- 
= ‘ypoP'"-l)p~" _ X). 
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LEMME 1.7. Posons d = (I, sn), d8 = sn. 
(i) Avec les notations du Lemme 1.6, on a 
a(P[ T~8n'-l)/(pT-~j = a(p8n-1)/(~d-1) 
(ii) Si a (fJr’snl-l)l(+l) = 1 et si t E F,,, est tel que .$pr-l = a, alors 
P6,7(W = PIAX) (mod f(x)). 
Montrons (i). On considhe les ensembles R = {ru, 0 < u < S> et -- 
d = {dv, 0 < v < S}. L’application ru tt d . ruld oti ru/d est le reste modulo 
S de ruld, est une bijection de R sur A qui associe A tout Bltment ru de R, un 
tlkment do de A tel que ru - dv = 0 (mod ns). Comme a E IF,,, il en rtsulte 
que 
6-l 6-l 
a(P ['*~"'-l)/(PT-l) = ac~z:(P?~ = 17 aPru = l--J aPd" 
U=O r=0 
C.Q.F.D. 
(ii) En utilisant le mcme argument que dans (i), on voit que 
6-l 6-I 
p&X) = c (&pyxpr" z z. (5-p'X)pdv= P&') (mod.fO'h 
US0 
puisque .$psn = f. 
LEMME 1.7.1. Soit 0 une racine de f(X). Posons dS = sn avec d = (r, sn). 
Supposons que a (P[“~“‘-~)/(P’-~) = 1 et soit E une racine (p’ - I)-ttme de a darts 
F psn. 
(i) En utilisant les notations de (1.6), on a alors 
f(X) I (Ps.rWP’ - P&m. 
(ii) Si p&O) = 0, le polyn6me X9’ - X - pe .a alors toutes ses 
racines dans FB[r.tis~ et le polynGme X pd - X - t-p’0 a to&es ses racines dans 
IF pa. 
(iii) Pour que f(X) divise ps,r(X)P’-l - 1, il faut et il sufjt que 
(f(X), PSAX)) = 1. 
(i) En faisant k = S et I = r dans le Lemme 1.6, on obtient (ps,(X))pV- 
p*,,(X) E f-p’X((&-PV)Da-l - 1) modf(X)). Comme f E [F,, et que rS = 
(r/d) * dS = 0 (mod sn), (‘) 1 en rhulte. (On peut remarquer que si 8 # 0, 
f(X)l(p,,,(X))D’ - pa,,(X) si et seulement si a(* ["a"'-l)/(D"-l) = 1.) 
(ii) En faisant q = pr, k = 6, a: = 1 et /3 = 5-“‘~9 dans le Lemme 1.4, 
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on obtient X~Jrr’sn’ G X + ps ,(0) (mod Xpr - X - t-p’@ d’oh, puisque 
p&0) = 0 par hypothese, Xp”“““’ = X(mod XP’ - X - .$-P’(9). 
De meme, si pJ0) = 0, alors P&e) = 0. En faisant q = pd, k = 6, 01 = I 
et p = &-“‘e dans le Lemme 1.4, 
XPSfi f x + fs.m (mod XPd - X - [-“‘0). C.Q.F.D. 
(iii) Si f(X)/ pssr (X)p’-l - 1, le Lemme 1.6 montre que (f(X), pa,,.(X)) 
= 1, et reciproquement. 
LEMME 1.8. Soit 0 une racine du polynome f(X). Supposons que, 
a(P[“*“l-l)~(P’-l) = 1. Si 5 E [Fgm8 est tel que tp’--l = a, posons d = (r, sn) avec 
d8 = sn; on a avec les notations du Lemme 1.6. 
(i) Si p&B) = 0, alors XP’ - aX - 0 a une racine x0 dans Fpnr et, pour 
toute autre racine x, on a IFp~(xO) C IF,,(x). 
(ii) Si (f(X), p&X)) = 1 et si k est l’unique entier tel que (r, sn p”+l) = 
dpk, alors XP’ - aX - tI a une racine x,, dans IF9&+1. Pour toute racine x de 
Xp’ - aX - 8, on a 51)ns8+1 C iF,,(x). 
Avec les hypotheses faites, on a & 0 E IF @“,,; done P~,~(X) E F&X]. 
(i) Dans ces conditions, le Lemme 1.7.1 montre que XPd - X - 4% 
a toutes ses racines dans [Fgsn. 
Par le Lemme 3.1 de [5], on sait que si XPd - X - &“‘e a une racine dans 
5 *as, il en est de mCme pour X p’ - X - .!J-p’t?. Soit done f-lx0 = y E F,,, 
tel que y lJ’ - y - &-p’t9 = 0, il est clair que x0 E Fpna est une racine de 
Xpr - aX - 8. Le Lemme 1.51 montre que IF,,, = Fe.(xo) C ff ,&x). 
(ii) Si (f(X), p&X)) = 1 on voit par le Lemme 1.4 que 
X” [r.snll, 2X (mod Xp’ - aX - 0). 
Done, si x est une racine de Xp’ - aX - 8, on a x E iFenap~+%&~, puisque 
[r, sn] p = sn pk+l(r/p”d). Le Lemme 3.2 de [5] montre que, six”” - X - S-“e 
a une racine dans IF g,++l,, il en est de m&me de Xp’ - X - f-P’i9. 
Mais, en faisant q = pptd, 01 = 1, /3 = .$--p’tI et k = S dans le Lemme 1.4, 
on a 
pk= = x + ps,akd(e) (mod X@ - x - pfe). 
Comme (p”, 6) = 1, on a 
oh p”j est le reste modulo 6 de pkj. 
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I1 en rtsulte par un raisonnement deja vu (Lemme 1.7i) que 
f&&d@ = P&d@ = Pd4 f 0 car d8 = sn. 
Ainsi XP”+*‘~ z X (mod J/P’~’ - X - E-p’@, d’aprks le Lemme 1.4. Par 
suite, XpPd - X - &-pro a toutes ses racines dans IFgpk+l,, . Puisque XP* - 
X - &-“fI a une racine f-lx, dans oCBp*+llm, x0 est une racine de Xp’ - aX - 0 
dans [F&+G~. 
De plus X@“’ E X + [p,,,(B) (mod X*’ - aX - b), avec p&e) # 0 et 
Xp”r”bn’ = X (mod Xpr - aX - 8). 11 en r&,&e que IF,,(x) 3 [F,,(x,) 
puisque IF ,&v) 1 IF,,, (Lemme 1.5.1). C.Q.F.D. 
2. TH~OR~MES 
Avec les notations et les conclusions du Lemme 1.3: 
TH~OR~ME 2.1. Soient [hm, t,],..., [hm, t,] les elements distincts de 
I’ensemble D = {[hm, t], t ] r], avec t, = 1; pour 0 < i < e, on pose Di = 
{t, t 1 r et [t/(hm, t)] = [tJ(hm, &)I}. Le polynbme X*‘-l - a se decompose 
duns IF,,[X] en un produit de polynomes irreductibles de degres [hm, ti]/m 
(0 < i < e). 
Pour 1 < i < e (resp. i = 0), le nombre de polynomes irreductibles est &gal 
b 
oic N(t, p) = Ciiel p(i)pj, 03 p est la fonction de Mobius, avec N’(t, p) = 
N(t,p)sit # 1 etN’(1,p) =p - 1. 
Pour dkmontrer le ThCorkme 2.1, ttablissons le lemme suivant. 
LEMME 2.1.1. Lepolynome X”‘-l - a de IF&X] a une racine duns F, dont 
Ie polyndme minimal sur IF, a hm pour degre’. 
En effet (Lemme 1.3), il existe 5 E I=&,,, tel que a = fp’-l. Mais comme 
IF,([) C IF,+ a est une puissance (p’ - I)ikme dans IF,([). Comme F,(a) = 
IF,,, on a IF,, = ~,(a) C ~,tO C 5 +,; par suite, en vertu des propriCtCs de h, 
on a Fp(n = lF,h C.Q.F.D. 
On observera que Xp’-l - a posskde exactement p(r*hm) - 1 racines dans 
5 phrn. 
Preuve du Theoreme 2.1. Les racines de X”‘-l - a dans iF, sont les 
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(7, oh 77 E F$, [ &ant un element de IF&,, tel que a = [pr-l. Si [F,(q) = FDt, t 
divisant Y, il resulte des Lemmes 1.1 et 1.3 que [F,&&) = FDr,,m,t~. Par suite, 
~9m(e7) = Fgmwn,t,/m,. Ceci montre que les polynomes irreductibles sur F,,,, 
qui divisent X”‘-l - a sont de degres [hm, t]/m. Les differents degres de ces 
polynomes sont done les [hm, tJ/m (0 < i < e). I1 est clair que D, = 
UL Di 3 oti D, = {t, t 1 Y} et que les I& constituent une partition de D, . Si 
e > 0, soit 1 < i < e et soit t E Ai . On sait que le nombre des elements 
71 E F, tels que F,(v) = [F+ est N(t,p). Ces elements se repartissent done en 
nombres Cgaux a [hm, tJ/m pour former les racines de polynomes irreduc- 
tibles sur F,, de degrts [hm, ti]/m, divisant XY’-l - a. Ainsi, le nombre de 
polynomes irreductibles sur IF,,, de degres [hm, tJm (i > 1) et divisant 
X’sr-l - a est CtGD. [N(t, p) m/[hm, tJ]. Pour i = 0, le nombre de polynomes 
irreductibles de de&s h et divisant X”‘-l - a est 
(l/h) c N’(t, p) = (p(r,hm) - 1)/h, 
SD, 
puisqu’on doit exclure la racine 0. 
On remarque que D, = (t, t I(r, hm)}. 
COROLLAIRE 2.1.1. Xp’-l - a se decompose, darts F,,[X], en un produit de 
Nt, P) m 
,gi Pm, til N 
[hm, til n 
m ’ %i- 
polynomes irre’ductibles sur cCPn de degrts 
[hm, &I 
/( 
Pm, 41 n - 
m m ’ m 1 
pour 1 < i < e et en ((p wvhrn) - 1)/h) (h, n/m) polyndmes irrkductibles sur 
IFpn de degrks h/(h, n/m). 
C’est une consequence immediate du Theo&me 2.1, du fait que a E FZlm C 
lFpn , et du Theo&me 48 de [4]. 
Remarque. Si l’on pose ni = tJ(hm, ti), on a 
Di = {niT, T I(hm, r/r& (hm/T, ni) = l}, 
car 
mT/(hm, n,T) = &T/T  (%, ni) = ni . 
TH~~OR~ME 2.2. On utilise les notations du Lemme 1.3. On pose (r, sn) = d, 
d8 = sn et on appelle k l’unique entier tel que (r, snpkfl) = dpk. Soient alors 
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D = {[[hm, t], ns]/n oti t 1 r> u (s} = (ni}oCig.e ctuec no = s et card(D) = 
efl 
D’ = {[t, nsp”+‘]/n otl t ) r> = {n;},<j<e, 
et card(D) = e’ + 1, 
D, = {t, t j r et [[hm, t], ns]/n = s), 
e&pour1 <i<e(sie>,l)etO<j<e’, 
Di = {t, t j r et [[hm, t], ns]/n = ni}, 
Dj’ = {t, t 1 r et [t, nspk+l]/n = nj’}. 
On pose N(t, p) = &St p(i) pi, oit p est la fonction de Miibius, 
N’(t,p) = N(t,p) si tfl et N’(l,p) =p - 1. 
Alors on a: 
(1) Si a@8”-1)l(pd-1) # 1, f(Xp’ - aX) est un produit de poZynBmes 
irrkductibles de F,,[X] dont les degrks sont les Unents de D. II y a un unique 
polynbme irrkductible de degre’ s. Le nombre de polynhes irrkductibles de 
degrks ni , pour i # 0, est &gal a CtsDi s . [N’(t,p)/nJ. 
(2) Supposons a(ps”-l)l(pd-l) = 1. Soit 5 E IF,,, une racine de XP’-l - a 
et soit p&X) = C;Ii (e-p’X)pd’. 
(i) Si (f(X), p&X)) 5 1, f(XP’ - ax) est un produit de polyn6mes 
irre’ductibles de F,,[X] dont les degrb sont les Gments de D. Le nombre de 
polyn8mes irrkductibles de degrks ni est &gal a CtsDi [sN(t, p)/nJ. 
(ii) Si (f(X), p&X)) = 1, f(Xp’ - ax) est un produit de polynbmes 
irrt!ductibies de [F&X] dont les degrt% sont les Gments de D’. Le nombre de 
polynbmes de degrks nj’ est kgaI d ClsD,, [sN(t, p)/ni’]. 
Soit done 0 E IF,,, une racine de f (X), on a IF,,(O) = FDR, et 
S-l 
f(XP' - aX) = fl (Xp’ - aX - epn5). 
j-0 
Si h est une racine de Xp’ - aX - 0, toutes les racines de Xp’ - aX - 8 
sont de la forme A + 5~ oh 87 est une racine de Xp’ - aX et 7 E IF,?. I1 en 
rbsulte aisCment que les racines de Xp’ - aX - @” sont les TV’*’ + h pour 
j = o,..., s - 1, ob 67 est une racine de Xv’ - aX. Ainsi 
S-l 
f(XP' - ax) = fl 
( 
fl (X - P’“’ 
i=o neF,r 
- (7)). 
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Tout polynome irreductible sur iF,, divisant f(Xp’ - aX) a, bien entendu, 
toutes ses racines dans une extension de ff Bnll (Lemme 1.5.1) et a le mCme 
nombre de racines avec chacun des polynomes Xp’ - aX - BP”‘, pour 
j = o,..., s - 1. Les Lemmes 1.1, 1.2, 1.5 et 1.8 permettent de connaitre les 
degres sur [Fpn de ces polynbmes irreductibles. 
I1 est clair que D, = (Jb, Di (resp. D,’ = UiLO Oi’) et que l’on a une 
partition de D, (resp. de D,‘), oh D, = D,’ = {t, t 1 r> et si Do # % . 
Duns le cas 1. Si u(~“‘-~)/(P’-~) # 1 alors hm 7 SK Mais [[hm, t], ns] = ns 
si et seulement si [hm, 111 ns; done a fortiori si hm ( ns, ce qui n’est pas; par 
suite D, = %. 
Les Lemmes 1.5 et 1.5.1 montrent done qu’il existe h E F9,ns tel que ffpna = 
F,,(h). D’oti l’existence dun unique facteur irrtductible de degre s dans 
5,,[X] de f(Xp’ - ax). Les autres racines sont done de la forme Awni + [q, 
oh 511 est une racine de Xp’-l - a, pour 0 < j f s - 1. 
Pour chaque degre n, (i > 0), ces racines se repartissent en les racines de 
c tell‘ s + [N’(t, p)/nJ polynomes irreductibles de ff &Xl, de degres IZ~ . 
Duns ie cus 2(i), si (f(X), p&X)) # 1 puisque hm I sn, alors 1 E D, et done 
D, = {t, t 1 r et [[hm, t], ns]/n = s) # %. 
Le Lemme 1.8 assure l’existence dune racine dont le polynome minimal 
sur lF9,, est de degre s. Les degrts des polynomes irreductibles dans lF,,[X] 
divisant f(Xp’ - ax) sont done Zes elements de D. Pour chaque degr6 ni , leur 
nombre est Cvidemment CtsD, [sN(t, p)/ni]. 
Duns le cus 2(ii), on sait que hm ( ns. Le Lemme 1.8 assure l’existence dune 
racine de f(X*’ - ax) dont le polynome minimal a pour degre pk+4 sur lF8”, 
puisque (f(X), p&X)) = 1, on a aussi 1 E D,‘; d’oti le resultat annonce dans 
le thtoreme, puisque [[hm, f], p”+lns] = [f, p”+‘ns]. 
Remurques. (1) Les cas 1 et 2(i) redonnent le ThCoreme 2.1 pours = 1 et 
m = n. En effet les assertions (i) a (p’“-l)/(pd-l) # 1 et (ii) f(X)\ P&X) ne 
sont simultanement verifiees que si f(X) = X. 
(2) si hm 1 its on a evidemment [[hm, t], ns] = [t, ns]. 
3. EXEMPLES 
EXEMPLE 3.1. Prenons p = 3, r = 2, s = 2, a = 2 et m = n = 1, avec 
f(X) = X2 + 1, g(X) = X9 + X et f( g(X)) = Xl8 + 2X10 + X2 + 1. On a 
h = 4; on est done dans le cas 1 du Theo&me 2.2. On a 
D = {[[4, t], 2]/1 oti t 1 2) u (2) = (2,4), D,= m et D1 = (1, 2). 
11 y a done un unique polynome irreductible de degre 2 sur F, divisant f(g(X)) 
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et xtcDl [N’(t, 3)/2] = (2 + 6)/2 = 4 polynomes irreductibles de degrb 4 sur 
!Fa divisantf(g(X)). On trouve en effet que 
X~+2XO+X*+ 1 =(X2+ 1)(X4+X+2)(x4+2X+2) 
(X4+X*+X+ 1)(X4+x*+2x+ 1). 
EXEMPLE 3.2. Prenons p = 5, m = II = 1, s = 2, r = 1, a = 4. 
f(X) = x2 + 2, g(X) = x5 + x, f( g(X)) = x10 + 2x6 + x* + 2. 
On a d = 1 = (r, ,yn) et 6 = 2, a(Pd”-l)/(Pd-l) = (4)6 = 1. 
Soit .$ une racine de X2 - 2 dans IFhz ; on a 5” = 4. 
#o&X) = Jgo (-f-SXyj = -[-1(X - X5). 
Comme (f(X), p&X)) = 1, on est done dans le cas 2(ii) du Theo&me 2.2. 
L’entier k tel que (r, st~p*+~) = pk est Cgal a 0; ainsi 
D’ = ([t, lo] oh t I l}. 
Xl0 + 2X6 + X2 + 2 est done irreductible sur F, . 
Si I’on pose h(X) = X6 + 2X3 + X + 2, on peut remarquer par ailleurs 
que h(X) est irreductible sur F5 et que h(X2) - Xl0 + 2X6 + X2 + 2. On peut 
reverifier l’irreductibilid de h(X2) en utilisant soit le ThCorbme 5.1 de [l], soit 
les theoremes de [4] ou de [I’]. 
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